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��� ����	������ ������ ���� ������/�� ��� ���� �� ������������ G1 ���� G2�
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n∑
i=1

n∑
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T |ij 5 6
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�� ��� 
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 ��� �� �����
�� �� O((n1 + n2)
7)� %���� n1 = |V1|

��� n2 = |V2|� �� �

�����	 
�� ������ �� ��������� �� P ���� {0, 1} 
� [0, 1]�

&� 
�� ���� ������ �� ����� ����� %�� �������� �� �������	 
�� ��� �����

��� 
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�� '����� (�� )���	����
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����� �� � ������� !�
���	( ��������� ���� �������� �� ����
��� �� � ����

���������� �� O(n1.n2)� ���� ��
	����� ��� ���� ���� 
��� �� ��� � �  ����
�

��� &' ����	���� �� ��)�� *+, ���	���������� ��
� ���� ���� �	������ �� �

�	����������� �	��� �	" ��-�� ��
�� ��� ��#����
� �� �� ��� ��� 
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min
x

cTx 4��5

�
�#��� �� Ax ≤ b 4��5

x ∈ {0, 1}n 4��5

 ��	� c ∈ R
n, A ∈ R

n×m ��� b ∈ R
m �	� ���� �� ��� �	������ & ��������
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 ����� ���� G1

�
� ����� �
� �
������
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��� ���� �� �������� V1 �
� V2� �
��� i � �����% ���� V1� �
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 �� �	�����	���

���
 k � �����% ���� V2 
�� �
 ���� ���� �� ci,k� -������� xi,k = 1 �� � �����% i
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�� �� �

01�	��� (x,y,u,v, e, f) �
��� x = (xi,k)(i,k)∈V1×V2
� y = (yij,kl)(ij,kl)∈E1×E2

�

u = (ui)i∈V1
� e = (eij)ij∈E1

� v = (vk)k∈V2
�
� f = (fkl)kl∈E2

���� !���� + ���

�
� ��"
����
 �� ���
 ����������
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�������� �� ������ i �� ������ k xi,k ci,k

 ������� �� ������ i ui ci,ε

!�
������ �� ����� k vk cε,k

���
�������� �� ��
� ij �� ��
� kl yij,kl cij,kl

 ������� �� ��
� ij eij cij,ε

!�
������ �� ��
� kl fkl cε,kl

������ ����	
��� 
��	
���

�	� ��"������ �������� #$% �� �� ������&�� �
 �	� ������� ��
� ������� �� ��

���� ���	 (x,y,u,v, e, f) �	�� ����
����
 
���	 G1 ���� 
���	 G2�

C(x,y,u,v, e, f) =
∑
i∈V1

∑
k∈V2

ci,k · xi,k +
∑

ij∈E1

∑
kl∈E2

cij,kl · yij,kl +
∑
i∈V1

ci,ε · ui+

∑
k∈V2

cε,k · vk +
∑

ij∈E1

cij,ε · eij +
∑

kl∈E2

cε,kl · fkl
#$%

������ ����
����
�

�	� ���
������
 ��� ��
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���� G1 �� G2� �� ���� ���	 �
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������ ��
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���� �� ��� ���� �� �	� �����*��
 ���������
 ��� ��
������� #�% !� ���+
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 �� G2� �	�
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 �
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������� �	� ��������
 �������
 ��� ���	�� ������� �� ��
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������ �� G1 	
 �	���� ������ �� ������� ��� ������ �� G2 �� ������� ���� G1�

��	�� ��� ���
���	�� ��� ��
���
 ���� ���� ������ �� G2 	
 �	���� ������ ��

������� ��� ������ �� G1 �� 	�
����� 	� G1 

ui +
∑
k∈V2

xi,k = 1 ∀i ∈ V1 ���

vk +
∑
i∈V1

xi,k = 1 ∀k ∈ V2 ���

���� ��
�� 	
����
 ������
���� ��� ���
���	��
 �!� ��� �"� 
�������� �

���	� ����	�
 ������� ��� ��
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eij +
∑

kl∈E2

yij,kl = 1 ∀ij ∈ E1 �!�

fkl +
∑

ij∈E1

yij,kl = 1 ∀kl ∈ E2 �"�
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� ������
���� ��� ��
���� �� ��� 
���� ������
� 	� ���
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����������� �� �� ���� ij ∈ E1 ��� �� 	�

�� �� �� ���� kl ∈ E2 ��
� ��

��� ���� �������� i ∈ V1 ��� k ∈ V2� ��� ���
 �������� j ∈ V1 ��� l ∈ V2� ���
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��	
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• ij ��� kl ��� �� ������ ���� 	� ���	� ���� ����	��
 ��� ������ 

yij,kl ≤ xi,k ∀(ij, kl) ∈ E1 × E2 �#�

• ij ��� kl ��� �� ������ ���� 	� ���	� ��	� ����	��
 ��� ������ 

yij,kl ≤ xj,l ∀(ij, kl) ∈ E1 × E2 �$�
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��������� ��� ���� �� ���� 	��	��������	� ��� ��	� �� ����

��������	 ��� ��	������	� ��� i ∈ V1 	�
� ���� i �	 ������� ���� G1 �ui = 1��

�	��� �������� �� �� ����
� ���� ∀k ∈ V2, xi,k = 0� ����� �	��� �������� 
�

∀j ∈ V1 	�
� ���� ij ∈ E1 ��� ∀kl ∈ E2� yij,kl ≤ xi,k = 0 ���� �	��� ��������  �

eij = 1� ���
� ������	 ���� ij� !��	��������� �� i ∈ V1 �	 ������� ���� G1� ����

��� �� ��� ����	 ij ∈ E1 ��� ������� ���� G1� "��������� �� k ∈ V2 �	 ��	����� ����

G1� ���� ��� �� ��� ����	 kl ∈ E2 ��� ��	����� ���� G1� ���	� ��� #��#�����	

��	� ���� ���� ��� ��� ���� $����
�	� ���
� ��	���	 � 
��	�	���� ���� ��##���

������� ��� ��� 	��	 E1 ∪ ε ��� E2 ∪ ε�

������ �����	
����
��� ����������� ��

%��
��� ��������	 & �� � �������� ���� ������ 
��	������	 ���� ��	��� ����

��� 	������� �	 ���� �� ������ $�������	 ����	 �� � 	�������������� $��	��� ��

��� '�% ����������� 
����� ()� ���	 ����������� () ��	 |V1| + |V2| + |E1| +
|E2|+ |V1| · |V2|+ |E1| · |E2| $�������	 ��� |V1|+ |V2|+ |E1|+ |E2|+2 · |E1| · |E2|

��	������	 �������� ��� ������ 
��	������	��

���� �������	 �
� ���� �� �
� �����������

*� ���	 	��	�
����� �� #��	��� � 	�
��� �+�
� ����������� �� ��� ,�- 
�����

(.� ���
� ��	 ���� ����$�� ���� ��� ����������� ()� /� 	��� ���� ���	 ���0

�������� �	 ��������
���� ����$����� �� () ��� ���� �� ����
�	 ��� ������ ��

$�������	 ��� ��� ������ �� 
��	������	�

������ �������	 �
� ������ �� ���������

��� ��##��� 
��	������	 ���� �1��� � ��� �2� 
�� �� ����	������ ���� ��0

�������� 
��	������	� ������� 
������� ����� ���� �� ��� #������3

∑
k∈V2

xi,k ≤ 1 ∀i ∈ V1 �)4�

∑
i∈V1

xi,k ≤ 1 ∀k ∈ V2 �))�

∑
kl∈E2

yij,kl ≤ 1 ∀ij ∈ E1 �).�
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∑
ij∈E1

yij,kl ≤ 1 ∀kl ∈ E2 ����

����	
��
 �� ���	���� � ��� �	��	���� u,v, e 	�� f �� ����� ����������� ���

��
�� ���� ���	����� ����� �� �!� 	�� �"�� #� 
�� 	 ��# ��$�
���� ���
����%

C ′(x,y) =
∑
i∈V1

∑
k∈V2

(ci,k − ci,ε − cε,k) · xi,k +
∑

ij∈E1

∑
kl∈E2

(cij,kl − cij,ε − cε,kl) · yij,kl + γ

(
#��� γ =

∑
i∈V1

ci,ε +
∑
k∈V2

cε,k +
∑

ij∈E1

cij,ε +
∑

kl∈E2

cε,kl

)
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���� 
���
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	� �� � ���������� ����
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�
	� 
�����	����� �,� 	�� �-�� ��

|E1|·|E2|( .��������� �� 	���	
�� ��� ������ �� 
�����	���� 
��#� ��	��	��
	���

#��� ��� ������� �� ��� 
�	���( /� ���# ��	� �� �� �������� �� ������	�� ��� &�'

������� #��� �������	��� ���� 
�����	����� ��	���
 ��� ��� �� ��������� ��
�	�
��(

.� ���� ���� #� �	����	��
	��� ������� 0���������� � �� 	������ #	�( /�

����	
� ��� 
�����	���� �,� 	�� �-� �� ��� �����#��
 ����%

• &���� 	� ��
� ij ∈ E1 	�� 	 ������ k ∈ V2� ����� �� 	� ���� ��� ��
�

#���� �����	� ������ �� k ��	� 
	� �� �	���� #��� ij%

∑
kl∈E2

yij,kl ≤ xi,k ∀k ∈ V2, ∀ij ∈ E1 �� �

• &���� 	� ��
� ij ∈ E1 	�� 	 ������ l ∈ V2� ����� �� 	� ���� ��� ��
�

#���� ������	� ������ �� l ��	� 
	� �� �	���� #��� ij%

∑
kl∈E2

yij,kl ≤ xj,l ∀l ∈ V2, ∀ij ∈ E1 ��!�

����������� 	
 ��� Γ1 �� ��� ��� �� �
�� ����� �������� G1 ��
 G2� ������
 ��

��� ��� �� �
�������� ��������� �� ��� ��
 ��� Γ2 �� ��� ��� �� �
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 �� �� ��	 ����������� ��� ��� ��� �� ��	 ����������� ����

��� ����� ��	�� Γ1 � Γ2�

������

Γ2 ⊆ Γ1� 	
� ij ∈ E1 �
� kl ∈ E2� �
� �
� �� ������
 ���� ���� �� ������
��

xi,k ≥
∑

kl′∈E2

yij,kl′ ⇒ xi,k ≥ yij,kl +
∑

kl′∈E2,kl′ �=kl

yij,kl′ ⇒ xi,k ≥ yij,kl

����� ��
�����
� ��� �� ������
� ��� ��� ij ∈ E1 �
� ��� ��� kl ∈ E2� ����������
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� ���
! ��
 ��
�����
� �����

Γ1 ⊆ Γ2� 	
� ij ∈ E1 �
� k ∈ V2� "� {l ∈ V2 : kl ∈ E2} = ∅� ��

∑kl∈E2
yij,kl =

0� �
� ���� �� ������
�� #��
� ��
� ���
! ��
�����
� ����  
 ��$
 ��
 ����� �
!�

∀kl ∈ E2, xi,k ≥ yij,kl ⇒ xi,k ≥ max
kl∈E2

(yij,kl)

��� 

���
� ���� card{l′ ∈ V2 : yij,kl = 1} ≤ 1� �
� ����� maxkl′∈E2
(yij,kl′) =∑

kl′∈E2
yij,kl′ ⇒ xi,k ≥∑kl′∈E2

yij,kl′ �
� ���� �� ����� ������
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� ij ∈ E1� '�$

 �����  
 ��$
∑
kl∈E2

yij,kl ≤ xi,k ∀k ∈ V2 ⇒
∑
k∈V2

∑
kl∈E2

yij,kl ≤
∑
k∈V2

xi,k
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∑
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yij,kl ≤
∑
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xi,k ≤ 1
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min
x,y

(∑
i∈V1

∑
k∈V2

(
ci,k−ci,ε−cε,k

)
·xi,k+

∑
ij∈E1

∑
kl∈E2

(
cij,kl−cij,ε−cε,kl

)
·yij,kl

)
+γ

��+�	

���%�#� ��
∑
k∈V2

xi,k ≤ 1 ∀i ∈ V1 ��+�	

∑
i∈V1

xi,k ≤ 1 ∀k ∈ V2 ��+#	

∑
kl∈E2

yij,kl ≤ xi,k ∀k ∈ V2, ∀ij ∈ E1 ��+�	

∑
kl∈E2

yij,kl ≤ xj,l ∀l ∈ V2, ∀ij ∈ E1 ��+�	
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∑
kl∈E2

yij,kl ≤ (xi,k + xj,k) ∀k ∈ V2, ∀ij ∈ E1 ��3	
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